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略解とヒント

解答の仕方は考え方によっていろいろある場合があるので,以下に示すものにこだわらず,自分で考えたり,

友人と議論したり,文献を調べたりするのが良い.

問 1.1～問 1.2 下の図,またはそれを左右対称にした図
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第　２　章

問 2.1
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問 2.2 任意のUε(a)に対して, δ = εとすれば
Vδ (a)⊂Uε(a)となる.逆に,任意のVδ (a)に対

して, ε =
δ
2
とすればUε(a)⊂Vδ (a)となる.

問 2.3 (1)任意の x∈ (a,b)に対して ε = min
{ |a−x|, |b−x| }とすると, x∈Uε(x)⊂ (a,b)となるから (a,b)

は R1の開集合である.

(2)補集合 B = R2\Aを考える.任意の x∈ Bに対して 0 < ε < d(a,x)となる ε をとれば, x∈Uε(x)⊂ Bだか

ら Bは R2の開集合である. したがって, Aは閉集合である. また, aは Aの内点でも外点でもないから境界

点である.

(3)任意の点 a∈ Bに対して, 0 < ε < (a1)2 +(a2)2−1なる ε をとれば,近傍

Uε(a) =
{

x∈ R2
∣∣ d(a,x) < ε

}

は Bに含まれるから, Bは開集合である.次に, D =
{

x(x1,x2)
∣∣ (x1)2+(x2)2 < 1

}
とおくとき, Dに属する点

はすべて Bの外点であることがわかる.任意の点 a∈Cに対して,どのように ε 近傍Uε(a)をとっても

Uε(a)∩B 6= /0, Uε(a)∩D 6= /0
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であり,したがってCは Bの（同時に Dの）境界点から成る集合である.

問 2.4 (1)任意の x∈ A∪Bに対して x∈ Aまたは x∈ Bであり

∃ε1 > 0
{

x∈Uε1(x)⊂ A
}
　または　 ∃ε2 > 0

{
x∈Uε2(x)⊂ B

}

だからUε(x) = Uε1(x)とおけば x∈Uε(x)⊂ A∪Bとなるので, A∪Bは開集合である. 次に,任意の x∈ A∩B

に対して x∈ Aかつ x∈ Bであり

∃ε1 > 0
{

x∈Uε1(x)⊂ A
}
　かつ　 ∃ε2 > 0

{
x∈Uε2(x)⊂ B

}

である.そこで 0 < ε < min
{

ε1,ε2
}
となる ε をとれば

x∈Uε(x)⊂Uε1 ⊂ A　かつ　 x∈Uε(x)⊂Uε2 ⊂ B

だから x∈Uε(x)⊂ A∩Bとなり, A∩Bは開集合である.

(2) A,B∈ C ならば Ac = X \A, Bc = X \B∈O であり

• Ac∩Bc = (A∪B)c ∈ O より A∪B∈ C

• Ac∪Bc = (A∩B)c ∈ O より A∩B∈ C

問 2.6 /0 = W∩ /0, W = W∩Xと表せるから公理 (1)を満たす. (2)が満たされるのは明らかであろう.任意の

A∩W,B∩W（A,B∈A）に対して

(A∩W)∩ (B∩W) = (A∩B)∩W, (A∩W)∪ (B∩W) = (A∪B)∩W

だから公理 (3)(4)も満たされる.

問2.8 X =(X,AX),Y =(Y,AY),Z =(Z,AZ)とする.任意のC∈AZに対してψ−1(C)∈AYであり, ϕ−1(ψ−1(C))∈
AX である.したがって Φ−1(C) = ϕ−1(ψ−1(C))となるので Φは連続である.

問 2.9 (1)右図のように、Aの内部の影をつけた部分に点 pをとり,ステレオ

射影を考えると, Aから円周 Bへの連続な全単射が得られる.

(2)まず Aから凸多角形 A2への連続な全単射を順次構成し,そのあと A2から

円周 Bへのステレオ射影を考える.

　具体的には以下のように Aのへこんでいる部分（頂点 a,b,c,dを結ぶ辺）

を埋めてゆく.その第１段階は,下図左のように影をつけた内部に基点をとり,

ステレオ射影を考える.

A
B

p

a

b
c

d

　⇒　

a

c

d

A1

上の図で Aから A1への写像 ϕ1は「辺 abと bcから辺 acへの部分はステレオ射影とし,それ以外の辺に

対しては恒等写像」と定める.

第２段階は,下図左のように影をつけた内部に基点をとり,ステレオ射影を考える. A1から A2への写像 ϕ2

は「辺 acと cdから辺 adへの部分はステレオ射影とし,それ以外の辺に対しては恒等写像」と定める.

a

c

d

A1
　⇒　

A2
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最後に, A2の内部に基点をとり, A2から円周 Bへのステレオ射影 ϕ3を考え, ϕ = ϕ3◦ϕ2◦ϕ1と定めれば,

Aから Bへの連続な全単射 ϕ が得られる.

問 2.10 x∈ I1 ⇒ ϕ(x) = xまた x∈ I2 ⇒ t1 =
2

2−x2

問 2.13 次の２つを示す.　 (1) ψ(y) ∈ Bi
r 　 (2) ψ(ϕ(x)) = x

(1) d(ψ(y),0) = d

(
r y

r +d(y,0)
,0

)
=

r d(y,0)
r +d(y,0)

<
r2 + rd(y,0)
r +d(y,0)

= r

(2) ψ(ϕ(x)) = ψ
(

r x
r−d(x,0)

)
=

r ψ(x)
r−d(ψ(x),0)

=
{

r · r x
r +d(x,0)

}
÷

{
r− r d(x,0)

r +d(x,0)

}
= x
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問 3.1 アニュラスを

　M =
{

(t1, t2) ∈ R2
∣∣∣ 1≤ (t1)2 +(t2)2 ≤ 2

}

とおく. 定点 p(0,0,2) ∈ R3からのステレオ射影 ϕ : An→M を

考える.相似な三角形の辺の比 pt : px= 2 : (2−x3)より
pt
px

=
2

2−x3
(0≤ x3 ≤ 1)

となり,これをベクトルの関係式 −→pt =
pt
px
−→pxにあてはめると




t1
t2
−2


 =

2
2−x3




x1

x2

x3−2


だから　 t1 =

2x1

2−x3
, t2 =

2x2

2−x3

x1

x2

x3

O

1

2 p

x

t1
2

An

M

別の辺の比 pt : px= Ot : 1より
px
pt

=
1

Ot
=

1√
t12 + t22

となる.ここ

で簡単のために r =
√

t12 + t22とおき,ベクトルの関係式−→px=
px
pt
−→pt

にあてはめると


x1

x2

x3−2


 =

1
r




t1
t2
−2


より　 x1 =

t1
r

, x2 =
t2
r

また x3−2 =
−2
r
より　 x3 =

2(r−1)
r

となる.
O
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問 3.3 (1) χ(4T2) = 2−2×4 = 2−8 =−6 (2) χ(5P2) = 2−5 =−3

(3) χ(3T2#2S2) = χ(3T2) = 2−2×3 = 2−6 =−4

(4) χ(2T2#6P2) = χ(2T2)+ χ(6P2)−2 = 2−2×2+2−6−2 =−8
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問 4.1

(1) (2) (3) (4) (5)

閉曲面 × ○ × ○ ○

向き付け可能 ○ × × × ○

問 4.2 χ(Kb) = χ(P2#P2) = χ(P2)+ χ(P2)−2 = 0

問 4.3 (1)塗りつぶした三角形の部分の辺 bを貼り合せると２つのメビウスの帯になる.

a1 a2

a2 a1

b
d

c b 　⇒　

a2 a1

a2 a1

c
b

d
c
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(2)下図のように,辺 cで切り離し,辺 aを貼り合せる.

a a
c

b1 b2

　⇒　

b2

c a c

b1

　⇒　

b2

c c

b1

Mb

問 4.4 (1)閉円盤 D2を２辺形で表し,その辺を a,bとする. 右図のように,辺

bを貼り合せると,例 4.4の球面 S2の２辺形モデルとなる.

(2) Mの辺 bを２つに分けて b = b1b2とする.図 1または図 2

また D2を辺 cにより２分割する.図 3

a

b

a

1© 2©｛ ｝

図 2と図 3の辺 b1b2を貼り合せると図 4になる.

図 4の辺 cを貼り合せると,例 4.4の射影平面 P2の２辺形モデルとなる.

図 1 図 2 図 3 図 4
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M

b1 b2

⇒
a a

b1 b2
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c
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c c

問 4.5 問題の曲面をどれもMとする.

(1) M ≈ abbacc≈ (abba)(cc) ≈ (aabb)cc≈ 3P2

(2) M ≈ aba−1cb−1c−1 ≈ (c−1a)b(c−1a)−1b−1 ≈ T2

(3) M = a(bc)a−1(bc)−1 ≈ T2

(4) M ≈ abbc−1a−1c ≈ (bb)(c−1a−1ca) ≈ P2#T2 ≈ 3P2

(5) M ≈ abbc−1ac−1 ≈ (c−1a)(c−1a)bb≈ 2P2

問 4.6 問題の曲面をどれもMとする.

(1) M ≈ abcca−1b−1 ≈ (cc)(a−1b−1ab) ≈ P2#T2 ≈ 3P2

(2) M ≈ abbca−1c ≈ (bb)(ca−1ca) ≈ P2#Kb ≈ 3P2

(3) M ≈ abbdx−1a−1dyxy≈ (bb)(dx−1a−1dyxya) ≈ (bb)(dd)(axyxya) xy= cとおく

≈ (bb)(dd)(acca) ≈ (bb)(dd)(cc)(aa) ≈ 4P2

(4) M ≈ bcb−1dc−1d−1 = cb−1dc−1d−1b ≈ cb−1d−1dc−1b ≈ cb−1c−1b ≈ T2

(5) M ≈ aba−1cb−1dc−1d−1 = d−1aba−1cb−1dc−1 ≈ d−1b−1aba−1cdc−1 ≈ (b−1aba−1)(cdc−1d−1) ≈ 2T2

問 4.7 まずm 6= 0,n 6= 0として考える.いろいろな導き方がある.次にm= 0のときmT2 = S2,また n = 0の

とき nP2 = S2とすると,関係式はm≥ 0, n≥ 0で成立する.
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